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1. Enunciar la definicién de medida exterior m*(A) de un conjunto A C R. Probar que si
A = {a, : n € N} es un conjunto numerable entonces m*(A) = 0. Construir un ejemplo
de un conjunto no numerable C' C R tal que m*(C) = 0. Probar que si A, B C R son dos
conjuntos cualesquiera entonces m*(A U B) < m*(A) +m*(B).

Solucién. Sea A C R un conjunto de ndmeros reales, sea (I,,) una sucesién infinita de
oo

intervalos abiertos tal que A C U I,,, v consideremos la suma infinita de las longitudes

n=1
de estos intervalos. Como las longitudes son positivas, la suma infinita estd bien definida,

independientemente del orden de los intervalos. Se define la medida exterior m*(A) como
el infimo de tales sumas, es decir,

m*(A) = inf{i((]n) A C [j In}.

Supongamos que A = {a,, : n € N} es un conjunto numerable y sea € > 0. Consideremos
la familia numerable (I,,) de intervalos abiertos definida mediante

I = € €
n (a" - 2n+1’a" + 2n+1) :

Entonces A C U I, y ademas Z o1,) = Z 2% = ¢, de donde se sigue que m*(4) < e,
n=1 n=1 n=1

y como € > 0 es arbitrario, se deduce que m*(A) = 0.

El conjunto ternario de Cantor C' C R se construye recursivamente del siguiente modo.
Primero tomamos el intervalo Cy = [0, 1]. Entonces suprimimos el tercio medio (1/3,2/3),
de modo que el resultado es la unién de dos intervalos cerrados, Cy = [0,1/3] U [2/3,1].
Ahora volvemos a suprimir el tercio medio de cada intervalo, de modo que el resultado Cy
es la unién de cuatro intervalos cerrados. Reiterando este procedimiento obtenemos una

sucesién decreciente de conjuntos (C,,) tales que C,, es la unién de 2™ intervalos cerrados.
oo

Ahora, el conjunto ternario de Cantor se define como C = ﬂ C.,. Resulta que C es igual
n=0

al conjunto de los nimeros reales en el intervalo [0,1] cuya expresién en base tres sélo

contiene ceros y doses. Utilizando esta caracterizacién del conjunto ternario de Cantor, es

facil probar que C' es no numerable. Finalmente, un sencillo célculo indica que m*(C) = 0.

Sean A, B C R son dos conjuntos cualesquiera y sea £ > 0. Segun la definicién de medida
exterior, existen dos sucesiones (I,,), (J,,) de intervalos abiertos tales que

AC DI’“ BC D I, if([n)<m*(A)+%, if(Jn)<m*(B)+g.
n=1 n=1 n=1 n=1

o0
Ahora consideramos la sucesién doble (I, J,,) y observamos que AU B C U I,UJ,, de

n=1
modo que m* (AU B) < ZE(In) +4(Jy,) < m*(A) + m*(B) +e. Como ¢ es arbitrario, se
n=1

deduce que m*(AU B) < ;’L*(A) + m*(B).



2. Enunciar la definicién de conjunto medible segiin Carathéodory. Probar que si E, F C R
son medibles entonces EUF también es medible. Probar que si E C R es tal que m*(E) =0
entonces E es medible. Deducir que el conjunto @ de los niimeros racionales es medible.

Solucién. Se dice que un conjunto £ C R es medible si para todo A C R se tiene
m*(A) =m*(ANE)+m"(ANE°).
Como siempre se tiene m*(A4) < m*(AN E) + m*(A N E°), resulta que E es medible si y
s6lo si m*(A) > m*(ANE)+m*(AnN E°).
Veamos que si E, FF C R son medibles entonces E U F' es medible. Sea A C R un conjunto
cualquiera. Como F' es medible, tenemos
m(ANE®)=m*"(ANE‘NF)+m*(ANE°NF°),
ycomo AN(EUF)=[ANE]U[AN F N E°, tenemos
m (AN[EUF]) <m"(ANE)+m" (AN FNE°).
Asi
m (AN [EUF]))+m* (AN E°NF) <m*(ANE)+m"(ANFNE")+m* (AN E°NF°)
=m*(ANE)+m*(ANE°) =m*(A),
y como (E'U F)¢ = E°N F°, se sigue que F U F' es medible.
Veamos que si m*(E) = 0 entonces E es medible. Si A C R entonces AN E C E, luego
m*(ANE) <m*(E)=0. Ademas A O AN E°, de donde
m*(A) >m* (ANE)=m"(ANE)+m" (AN E°),

y por lo tanto F es medible. Finalmente, el conjunto Q de los nimeros racionales es
numerable, y por el problema anterior se tiene m*(Q) = 0, luego Q es medible.

3. Enunciar la definicién de una funcién medible. Sea f: R — R una funcién con la propiedad
de que el conjunto {x € R: f(x) < a} es medible para cada o € R. Probar que entonces f
es medible. Demostrar que si f, g son medibles entonces f + ¢g y min{f, g} son medibles.

Solucién. Consideremos la familia B de los conjuntos de Borel, es decir, la menor o-algebra
que contiene los subconjuntos abiertos. Se dice que una funcién f: R — R es medible si
f71(B) es medible para cada B € B.

Supongamos que f: R — R una funcién para la cual el conjunto {z € R: f(z) < a} es
medible para cada o € R. Veamos que f es medible. Sea M la familia de todos los conjuntos
medibles. Sea A = {B € B: f~}(B) € M}. Estamos suponiendo que (—oo,a) € A para
todo a € R. Aﬁrmamos que A es una o-algebra. Si (A,) es una sucesién de conjuntos

en A entonces ! U Ap) U ft ), luego U A, € A. Si A € A entonces se tiene
n=1
“LHR\A) =R\ f~ ( ) luego R\A € A. Asi A es una o-dlgebra, A C By A contiene todos
los conjuntos de la forma (—oo, ). Entonces A contiene a todos los conjuntos abiertos y
se deduce que A = B, luego f es medible.

Sean f, g dos funciones medibles. Veamos que min{f, g} es medible. Tenemos para cada
a € R que {z € R: min{f(z),9(z)} < a} = {x € R: f(z) < a}U{z € R: g(x) < a} es
medible por ser unién de dos conjuntos medibles.



Veamos ahora que f + g es medible. Supongamos que f(z) 4+ g(x) < «, de modo que
f(z) < g(z) — a. La densidad de los nimeros racionales implica que existe algin r € Q tal
que f(z) < r < g(x) — a. Esto prueba que

{zeR: f(z)+g(x) <a}l= U{xeR:f(x)<r}ﬂ{x€R:g(m)<a—r}
reQ
y como la unién de una familia numerable de conjuntos medibles es un conjunto medible,
se deduce que f 4 g es medible.

. Enunciar el lema de Fatou. Sea (f,,) la sucesién de funciones definidas mediante la expresién

1/n silz|<n

fol@) = { 0 si|z|>n.

Demostrar que la sucesién (f,,) converge uniformemente hacia cero, calcular lim [ f, vy
n—oo
R

discutir el resultado a la luz del lema de Fatou.

Solucién. El lema de Fatou asegura que si (f,,) es una sucesién de funciones medibles y
no negativas entonces se tiene

/h'm inf f,, <lim inf/ -
R n—oo n—oo ]R

Veamos que la sucesion del ejemplo converge uniformemente hacia cero. Sea € > 0 y sea
ng > 1 tal que 1/ng < €. Si n > ng entonces |f,(z)] < 1/n < € para todo x € R.

1 n
Ahora observamos que / fn=— / dx = 2,lo cual indica que, en este caso, la desigualdad
R n

en el lema de Fatou es estricta.

—n

. Enunciar y demostrar el teorema de Lebesgue de la convergencia dominada. Utilizar este

teorema para calcular
, °° sen(e®)
lim —5 dm.
n—oo Jg 14 nx

Solucién. El teorema de Lebesgue de la convergencia dominada asegura que si g es
una funcién integrable Lebesgue y (f,) es una sucesién de funciones medibles tal que

f(z) = nlingo fn(x) y tal que | fn(z)] < g(z) entonces

[ =t [ 1.

La demostracién se basa en observar en primer lugar que cada funcién g — f,, es medible y
no negativa. Segun el lema de Fatou, /(g — f) <lim inf/(g — fn). Ahora bien, |f| < g,
n—oo
luego |f| es integrable y por lo tanto /g — /f < /g — lim sup/fn. Esto prueba que ,
n—oo

f > limsup | fn. A continuacién observamos que cada funciéon g + f, es medible y no
n—oo

negativa, y aplicando de nuevo el lema de Fatou resulta que / (g + f) <liminf / (g+ fn),

luego /(g+ f) <liminf [ (g9 + fn) y por lo tanto /f < liminf/fn.

n—oo



., . sen(e” . .
La sucesién de funciones f,(z) = 1—&-4)2 converge puntualmente hacia cero y admite una
nx
dx

sen(e®) 1 . oo .
T na? < 122 y ademas /0 T2 < 0. Aplicando
o0

mayorante integrable porque

. . , p sen(e®)
ahora el teorema de la convergencia dominada concluimos que lim — 5 dr =0
n—oo Jq 1+ nx



